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Citations en avant-propos

“...] la mathématique est lart de donner le méme nom a des choses
différentes.”
(Science et méthode / Henri POINCARE)

“Il doit toujours étre possible de substituer “table”, “chaise” et “chope de
biére” a “point”, “droite”, “plan” dans un systéme d’axiomes géométriques.”
(David HILBERT)

“Avec l'introduction des variables, ARISTOTE avait créé la logique formelle ;
avec la réduction du raisonnement & un calcul [LEIBNIZ|, on accéde a une
logique formaliste.

[...] Cette définition est la pierre angulaire de Dentreprise logiciste
de FREGE : c’est elle qui permet de réduire l'induction mathématique,
« l'inférence de n a (n + 1), qui est apparement propre a la mathématique,
aux lois générales de la logique. »

[...] Cest surtout l'axiome de l'infini qui pose probléme; RUSSELL et
WHITEHEAD conviennent d’'un commun accord qu’il ne fait pas partie des
principes logiques. Selon cette perspective, la frontiére entre la logique et la
mathématique ne serait pas celle qui sépare les objets logiques (propositions,
fonctions propositionnelles) des ensembles, mais celle qui sépare le fini de
Iinfini.”

[Histoire de la logique]



1 Langage formel

Un langage L est la donnée :
e d’un vocabulaire A, ce sont les mots de L;

e d’une collection JF, ce sont les phrases de L, c.-a-d. les suites finies de
mots (grammaticalement correctes). La morphologie de L constitue les
régles de formation de JF;

e d’une collection D, ce sont les textes de L, c.-a-d. les suites finies de
phrases (cohérentes). La syntaxe de L constitue les régles de formation
de D.

La sémantique de L constitue les régles de correspondance entre les éléments de
L (mots, phrases, textes) et les aspects de la réalité (objets, faits, enchainement
de faits).

Un langage L est appelé langage objet alors que le langage utilisé pour
Pexprimer (suposé “transparent”) est appelé métalangage (ou métalangue).

Un langage formel L est la donnée :

e d’un ensemble A non vide, son alphabet (ou vocabulaire, ensemble des

symboles) ;

e d'un ensemble F de formules (ou expressions bien formées) inclus dans
I’ensemble des suites finies d’éléments de A ;

e d’un ensemble D de démonstrations (ou preuves, dérivations, inférences)
inclus dans ’ensemble des suites finies d’éléments de F.

Un systéme formel est la donnée d’un alphabet A et des régles de formation
de F et D. En pratique, les termes « systéme » et « langage » (formel) sont
interchangeables. !

“[...] les langages formels donnent lieu & deux approches distinctes, quoique
complémentaires, 'une privilégiant la syntaxe, 'autre la sémantique. [...] La
logique tire néanmoins sa force, dans une large mesure, précisément de la
convergence des deux approches. La possibilité d’'une convergence dépend de la
coincidence plus ou moins grande entres les « faits » ou « vérités » syntaxiques
que sont les formules démontrables dans le systéme formel, d’une part, et les
faits ou vérités sémantiques que sont les formules vérifiées dans la ou les
structures interprétatives, d’autre part. Quand la coincidence est parfaite, on
dit que le langage (ou le systéme) formel est complet.”!

1. [Logique mathématique|



2 Calcul propositionnel (ou calcul des propositions)

“Le calcul propositionnel constitue un systéme formel rudimentaire, si pauve
qu’aucune théorie mathématique sérieuse ne peut y étre formalisée.”?

Soit I’ensemble infini dénombrable P des variables propositionnelles,
désignées par p,q,T,...

Soit S, le langage formel défini ci-dessous. Il s’agit du calcul propositionnel
construit sur P.

2.1 Morphologie (construction des formules)

Soient les deux® symboles différents des variables propositionnelles appelés
connecteurs : —  le connecteur unaire de négation
— le connecteur binaire d’implication *

Soit I'alphabet A := PU{—, =, (, )}
Soient les formules (désignées par les méta-variables A, B, C,...), qui sont les

suites finies non vides d’éléments de A construites par itération des trois régles
de formation :

e les suites d’un seul élément € P sont des formules;; P
e si A est une formule alors (—A) aussi; (—A)
e si A et B sont des formules alors (A — B) aussi. (A — B)

Par exemple, p, q, (—p), (p — (—p)) et ((=(q — p)) — (—q)) sont des formules.
Par contre, pp, —p, (—A), (p—), (p =) et (— p) ne sont pas des formules. °

Soit F, I’ensemble des formules.
T est fermé pour les connecteurs — et —. 6

A =B signifie que A et B représentent la méme formule (le méme élément de
F).

2. |Logique mathématique]

3. C’est le systéme de FREGE. HILBERT et ACKERMANN partent plutét de =,V ; ROSSER
de —, /\; KLEENE de —,\V/, /\, =, <>; ...

4. Appelée implication matérielle. Parfois noté = ou D.

5. Etant convenu le sens de lecture gauche droite et les priorités suivantes —, |, |,
N\, V, B, —, 4, 4>, on évitera les parenthéses superflues. Habituellement les logiciens
adoptent plutot la convention : A - B —- C = (A — (B — C)).

Pour améliorer la lecture on utilisera également [], {} a la place de ().

6. Par ex., F est fermé pour — é} VA,BETF: (A—>B) €TF



“...] les objets considérés dans un langage formel appellent une triple
distinction : ce sont des objets formels, c’est-a-dire des éléments d’un ensemble
mathématique (trés précisément celui des suites finies de A), qui sont désignés
des multiples maniéres admises des mathématiciens, et interprétés par d’autres
objets mathématiques. Il ne s’agit donc pas d’un couple tel que signe / sens
ou signifiant / signifié¢, mais d’une triade objet / désignateur / valeur, ou si
I'on veut objet / signe / sens.””

2.2 Syntaxe (construction des démonstrations)

On appelle axiomes les formules prises comme point de départ, posées comme
toujours “vraie”®.

Pour obtenir la logique classique on adopte les schémas d’axiomes suivants *
(c.-a-d. le sous-ensemble infini de formules, avec A, B,C € F) :
° [oc] A — (B—A) principe de ’a fortiori
elf] A=>B—=C]—I[(A—B)—=(A—=C) auto-distributivité
o [y|" (A —=B) — [(-A — —B) — A]

Soient les démonstrations (formelles), qui sont les suites finies non vides
d’éléments de F construites par itérations des trois régles de formations :

e les suites d’un seul élément qui est un axiome sont des démonstrations ;
(axiome)

e si A est un axiome et D une démonstration, alors la suite composée par
les éléments de D suivi de A est aussi une démonstration; (..., axiome)

e si A et B sont des formules et D une démonstration comportant deux
éléments de la forme A et (A — B), alors la suite composée par les
éléments de D suivi de B est aussi une démonstration.

(...,A,...,A—>B,....B)

On dit alors que B a été inférée dans D par la régle d’inférence
modus ponens'? [MP] A A — B —-A AVB
B B

Soit D, I'ensemble des démonstrations.

7. [Logique mathématique]

8. Cela n’aura de sens que dans la sémantique : dans la syntaxe les formules “ne sont
qu’'un jeu de symboles”.

9. 1l existe d’autres axiomatiques, équivalentes. Par ex., Lukasiewicz prend [«f, [B] et
la contraposition inverse (—A — —B) — (B — A).

10. Principe de ’a fortiori (ou a posteriori?), aussi appelé affaiblissement, conséquence
merveilleuse. Est rejeté en logique de la pertinence (relevance) et en logique quantique (mais
on y accepte (A — C) — [B — (A — C)]).

11. Est rejeté en logique intuitionniste.

12. Ou régle de détachement.



Une formule F est appelée théoréme (formel) (ou dite démontrable)

si il existe une démonstration dont elle est le dernier élément,

c-a-d.si dk e N,3IFy, Fo, ... ., Fr e F: (Fi,Fo,...,F,F) €D
Dans ce cas on note s F (ou simplement - F §’il n’y a aucune ambiguité), et
une telle démonstration est appelée démonstration (formelle) de F (dans S).

A est un axiome = Fg A ‘ (les axiomes sont des théorémes)
Fs A . o
Fs A — B ‘ — ks B (simple réécriture du [MP])

Théoréme formel 1 (identité, — est une relation réflexive)

Démonstration formelle

.LF— (F=F) [x] avec A =B =F

2F— [(F—F) = F [«] avec| A =F
B=F—F

3{F=>[(F>F) =} —{F-F—=Fl—=(F=>F} [pBlavec|A=C=F
B=F—F

4.[F- (F=F]— (F=F [MP] sur 2 et 3

5F - F [MP|sur let4 [

(une formule est un théoréme
ssi elle appartient a une démonstration)

[FsA < eD: AeD)|
Démonstration
=)Fs A <2 3(F,Fs,...,Fi,A) €D
@) Soit A € (Fl,FQ,...,Fk) eD
(Fi,Fo,....Fk, A= (A—=A))eD par ajout de I'axiome [«]
(Fi,Fa,....Fk, A= (A—=A),A—=A)eD par [MP]
(Fi,Fa,....,FK, A= (A=A A=A A)eD par [MP] O

|FsB = Fs A — B]

Démonstration

Fs B <= 3(F1,Fo,...,F,B) €D

= (Fi,Fe,...,Fx,B, B> (A—=B))eD par ajout de axiome [«
= (Fy,Fo,...,Fx,B, B—> (A —>B),A—B)eD par [MP]

— FsA—B

O

13. Ce n’est pas a proprement parler un théoréme formelle, plutét une infinité de
théorémes formelles, le schéma des théorémes formelles: p - p, q = q, ..., 7p = —p...
De méme, la démonstration est plutot un schéma de démonstrations formelles.



Ce qui donne la régle d’inférence B
B — (A — B)
A—B

k e N,
(FI;F27"'7Fk7A) €D

(Une démonstration privée de son dernier élément reste une démonstration.

Les éléments d’une démonstrations sont des axiomes ou sont inférées par [MP)].)
Démonstration
=) Si A n’est pas un axiome il ne peut étre que le résultat d’'un [MP] inféré
de deux formules Fj et (F; — A) € {F1,F2,...,Fk} €D

<) Par construction des démonstrations. ]

(Fl,FQ,...,Fk) D

= | A est un axiome ou H#£Aj:Fi=(F—=A)

(les deux premiers
éléments d’une dém.
sont des axiomes)

F1 est un axiome

(F1,F2,....,Fx) €D = k>2 = F, est un axiome

[Ac(FLFy.. F)ED = (F,Fy... R, A) €D

Démonstration
Si A = F; n’est pas un axiome, il ne peut étre que le résultat d'un [MP]
inféré de deux formules Fj et (F; — A) € {Fy,Fa,...,Fi_1}, ce qui permet de
réappliquer le [MP] : (Fy,Fa,...,Fx,A) €D O
Ce qui donne la régle d’'inférence | A
A
(deux dém.
(A1,Aq,...,Ax) €D 3
Y — (A1,As,...,A,B1,By,...,By) € D| accolées
(Bl,BQ,...,Bl)€® ( 1,732, k, D1, b2, ) 1) forment
Démonstration une dém.)
On ajoute les formules Bj les unes aprés les autres et a chaque étape on obtient
une démonstration. O

Si la formule F € F est un théoréme dans le systéme formel S’ obtenu lorsque
I'on ajoute les formules de A C F aux axiomes de S, alors on dit que F est une
conséquence (formelle) de A (dans S). On note A Fs F (ou A FF).

Coded. que Abs F <25 b F

FsA << VACTF: AFs A (Un théoréme est une formule conséquence
— ks A de tous les sous-ensemble de formules)
Démonstration

Pour un A C F donné, soit D’ I'ensemble des démonstrations du systéme S’
obtenu en ajoutant les formules de A aux axiomes de S.



=)Fs A <2 3(F,Fs,...,F,A) €D
OrVACTF:DCD! N N
donc 3(Fy,Fa,....,F,A) €D’ <= Fs/ A < AlFs A

<) Pour A=0: D=D', donc fFs A <= Fs/ A < kg A O
|[AeA = AFsA|  Enparticulier : |{A} s A

Théoréme de la déduction
‘{A}}—SB — I—SA—>B‘

(A a pour conséquence B
ssi A — B est un théoréme)

Démonstration
=) ...
<) {A}Fs A {A}Jbks A — B
{A}Fs B 0
Plus généralement
‘AU{A}I—S B «— AFsA—B

Si|kFs Ay
Fs Az (Une formule
. conséquence de théorémes
Fs Ay est un théoréme)
alors {Al,AQ,...,Ak} FsB «<— FsB
Démonstration
?) {Al,AQ,...,Ak}l—sB — {A17A2’...7Ak71}}_s Ak—)B O
Puis {A1,Aq,...,Ax_1} s B par [MP], et ainsi de suite
Ce qui permet de considérer les “régles d’inférences”'* suivantes :
Al Ay ... A
ALAs L Aks B = = .

Conséquence formelle 1 (— est une relation transitive)
‘{A—>B,B—>C} ks A—>C‘

14. Une (vraie) régle d’inférence, & partir d’une démonstration contenant certaines
formules, produit une autre démonstration en y ajoutant une formule a la fin. Ici, il faudrait
d’abord y insérer des formules intermédiaires.



Démonstration formelle

1.F— G
2.G—H
3.[F— (G- H)] — [(F~ G) = (F— H)] [B] avec|A =F
B=G
C=H
4. (G—=H)—[F= (G — H) [o] avec|A =G — H
B=F
5F — (G — H) [MP] sur 2 et 4
6.(F— G) — (F— H) [MP] sur 5 et 3
7.F—H [MP] sur 1 et 6 ]
“Regle d’inférence” modus barbara [MB|| A—-B B — C
A—C
Théoréme formel 2
‘*‘s (B—C) —>[(A—>B)—>(A—>C)]‘
Démonstration formelle
1. (G—=H) — [F= (G — H)] [o] avec|A =G — H
B=F
2. [F= (G—H)] — [(F—= G) — (F—= H)] [B] avec|A =F
B=G
C=H
3....
(G—=H) — [(F=G) = (F—H) [MB] sur 1 et 2 O
Théoréme formel 3
‘}—s C—>[(A—>B)—>(A—>C)]‘
Théoréme formel 4
s B — [(-A = —B) — Al
Démonstration formelle
. G— (-F—=G) [o] avec | A =G
B=-F
2. -"F=G)—[(-F—=—~G) = H [v| avec| A =F
B=G
3.,
_.G—[(-F—=—G) = FH [MB] sur 1 et 2 ]

Théoréme formel 5 (Elimination de la double négation)
(Ce qui permet le raisonnement par I'absurde) |Fs —2KA — A



Démonstration formelle
1. " F— —F théor. formel 1 avec A = —F

2. ("F = —=F) — [(-F = —F) = F [v| avec| A =F
B=—F
3. (-F——F) —F [MP] sur 1 et 2
4. 7F — (—F — ——F) [o] avec | A =——F
B=-F
.~ F—=F [MB] sur 4 et 3 ]
Théoréme formel 6 (Contraposition)
[Fs (A= B) — (=B~ —A)] |Fs (A= B) — (-2*B — —*A)

Démonstration formelle

“Regle d’inférence” modus tollens [MT]| A — B —B
—A

‘I—SF:FestdelaformeA—)BOu_'(A—>B)‘

[Fs A = Fs—A|

Définissons (comme raccourci syntaxique) les autres connecteurs binaires :

AAB :=—(A — —B) conjonction (et)
< (A—B)—B
AVB :=—A =B disjonction (ou inclusif)
A®B :=(AVB) A =(AAB) disjonction exclusive
< —[(mA = B) — —(A — —B)] (ou exclusif) 15
A+<B:=—-A—-B implication réciproque %
A<B:=(A—=B) AN(B—=A) double implication 7
=—[(A—=B)— —(B— A
AB :=—-(AAB) incompatibilité
+ (A — —B) (barre de SHEFFER) 18
AlB :=—(AVB) négation conjointe
=—(—A — B) (barre de SHEFFER duale) 18

JF est fermé pour tous ces connecteurs.

15. Parfois noté Y, \V ou w.

16. Parfois noté <= ou C.

17. Parfois noté <.

18. Ce seul connecteur permet d’engendrer tous les autres.



2.3 Sémantique (valeur des formules)

.

contradiction | affirmation | négation | tautologie
P 0 P —p 1
faux 0 0 0 1 1
vrai 1 0 1 1

TABLE 1 — Sémantique des connecteurs unaires

report et + modulo 2 r +

multiplication

relations min| > < £ | imax = > <

connecteur des négations ¥ A Bl ANKNIAE A W

négation du connecteur?° || Y| f|-»| |«| [« L X]|®]|d Bl X0

| plafo]A] [p[ [ale[VIi[e] [« [=[I]1
0|0jjO0jO0|OfO|OfO|O|O |1 11T |1|1|1]|1
O|1joj0|O0fO|1|1|1|1|f0|0fOIO|1|1|1]|1
Hofoyof{1|1jojofr{1jojojr{rjojo|1j|1
1ol 1{0|1{0|1{0j1]0]1|0{1|0[1]|0]|1

réflexif ? v v v v

symétrique ? Vana VIV VIV Vars

anti-symétrique ? VIVIVIVIVIV VIV VIV V|V

transitif ? VIVIVIVIVIV VIVIVIVIVIV] |V

euclidien ? Vana v aracs v

associatif 7 Vana v varari v v

élément neutre 1 010 1

élément symétrique de x X X

commutatif ? Vana VIV VIV Vars

élément absorbant 0]0 1 1

idempotent ? v v v v

involution ? v v

TABLE 2 — Sémantique des connecteurs binaires

Le calcul propositionnel est vérifonctionnel, c.-a-d. que la vérité d’une formule
est entiérement déterminée par la vérité de ses sous-formules.

19. C.-a-d. que, par ex., A B = (—A)®(—B)
20. Parex., A B =—(A®B)

10




Si une formule F vaut 1 pour toutes ses assignations on dit que c’est une
tautologie. On note Fs F (ou FF).

Une formule duale notée par une * résulte de la contraposition d’une tautologie
puis d’une éventuelle simplification des négations (non définie précisément, ce
qui fait que 'on peut généralement considérer plusieurs formules duales pour
une formule donnée). Une formule est une tautologie ssi ses duales sont des
tautologies.

[o]* (AAB)— A

‘I:SF:>FestdelaformeA—)Bouﬁ(A—>B)‘

[Es F = F5 —F|

‘ F est un axiome = Fgs F ‘ (les axiomes sont des tautologies)
Démonstration
A— (B—=A) A— (B|=]|A) Al—](B—=A)
0 0 0 0 0110 0] 1 010
0 1 0 0 11010 0] 1 100
1 0 1 1 0|11 111 011

1 1 1 1 1)1 111 111
De méme pour les deux autres axiomes. a
Fs A

FsAB| S8
Démonstration
Soit A—B 1 A —|B

oit 75— alors T

2.4 Correction

(Une formule appartenant a une démonstration
est une tautologie)

A€DeD = Fs A|
Démonstration
Par récurrence sur la longueur k des démonstrations.

Cas de base k=1 :D = (F)
F1 est un axiome, donc F Fy

Hypotheése de récurrence k : D = (Fy,Fo,...,Fx) = EF,EFa, ..., EFx

Pour k+17:D=(Fy,Fo,...,Fx,Fri1)
(F1,Fa,...,Fx) est aussi une démonstration, donc F F1, F Fo, ..., F Fy.
Si Fii1 est un axiome alors F Fy 1.
Sinon Fy41 a été inféré par [MP] de Fy et F; = Fy — Fjq, donc F Fiey O

11



Correction (soundness)
‘ Fs A = Es A ‘ (Un théoréme est une tautologie)

2.5 Complétude

‘ EsA = Fs A ‘ (Une tautologie est un théoréme)

chutier calcul propositionnel

[V]IA—= L) = 1] —A (—A — A)
Principe du tiers exclu : AV —A — A A = A A
Principe de non-contradiction : =(A A—A) o (A —mmA) em mm(—A - —A)

(A—B)—= Al — A loi de PEIRCE
(AAB)—=Cl & [A—=(B—=C)] + [B—(A—=C)

[(A—=B) = Al«— A (par [«])

—AANB

-(AVB) — —-AA—B loi de DE MORGAN (1)
=

—-(A—B) — AA—B
(

)
) —
AAB) — —AV—B loi de DE MORGAN (2)
)
) —

‘[A—>(B—>C)] “ [B—>(A—>C)]‘

‘ [(A—B)—A] — [(A—B)— B] EiA:Bg(QAé) : 15]\ ((1;1;;.1;}103)6)

Soient les deux formules constantes : | T := p — p vrai
= pVp
1L :=-T faux (absurde)
= ~(p—=p)
= pATP
A—T [Fs A« {T}Fs A
1L —A ks L < VA:rs A|  [{L}FsA

(A—B)—=Cl —{[B—=A)—=Cl—C}
p < pAT & pVL
P po>L — —(pAT)

T T—(A=T) (T—=A)+— A (FA = A)+— A
A—T (A— 1)+——A (A= —A)+— —A

Raisonnement par I’absurde (reductio ad absurdum) : ‘{ﬂA} Fs L — Fs A

12



(A}Fs L <= Fs—A

A B A
A /AB AV B

Connecteur ternaire :

(C?7A:B) <i> [([CAA)V(—CAB)] (if C then A else B)
«— [CIA) | (=CIB)] ¢— —I[(—=C|—A) | (C|—B)]

(—C?A:B) +— (C?B:A)

—A +— (A70:1)

(AVB) +— (A?A:B) +— (A71:B)

(AAB) +— (B?A:B) «— (B?A:0)

(A—B) +— (A?B:—A) +— (A7B:1)

(AlB) «— (A?7-A:—B) +— (A70:—B)

(A|B) +— (B?7—A:—B) +— (B7—A:1)

13



3 Logiques modales

La logique modale est une extension de la logique propositionnelle
classique. On dispose de 'alphabet :

—|—7J‘) p7q5r7"'7 _‘)D7<>) /\7\/5%) ())

pour chaque élément d’un ensemble W non vide,

avec | les éléments de W notés «, 3,7y, ... sont appelés mondes ;
T et | sont des constantes propositionnelles
représentant le vrai et le faux dans chaque monde ;
P ={p,q,r,...}, 'ensemble des variables propositionnelles ;
— est le connecteur unaire de négation ;
A, V, — sont les connecteurs binaires de conjonction,
de disjonction et d’implication.
0, < sont des connecteurs unaires
qui exprimeront les notions de nécessité et de possibilité ;

= —O— seront envisagées.
—O—

Seules les logiques pour lesquelles | O
O

OA=—0"A=—-C(A— 1)
OCA =—0—A=—0A—1)
O(AAB) <+ OAAOB
O(AVB)« 0OAVOB
o(A — B)? oA — OB
O(A «» B) ? OA «<» OB

&

(

(AAB) - CAANOB (CA —0OB) - 0O(A — B)
S(AVB) & CAV OB
O(A = B) 7 CA 5 OB
O(A + B) 7 CA + OB

OA -OA
—O—A oA C —C=
nécessaire | impossible c | C C
OCA —~OA | X
—O0—A O—A —-C—=|—-C —=C
possible | contingent

FIGURE 1 — Carré aristétolicien
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Modalités a o—
<& O=

classiques (ou aléthiques) nécessaire impossible
possible contingent

de la prouvabilité formelle ! | démontrable inconsistant
consistant indémontrable

déontiques *? obligatoire interdit
permis (et il y a un volontaire) | facultatif

des quantificateurs V=—3- V—=—3
—V==3 -V =3

spatiales partout nulle part
quelque part

temporelles toujours jamais
un jour pas toujours

de la connaissance 2* savoir ~ inimaginable
~ plausible, imaginable ignorance

de la croyance ** croire
~ consistance de sa croyance | douter

(?) savoir, vérité (vrai V) non-dit
on-dit, opinion (3 personne) |on-nie

“Douter de tout ou tout croire, ce sont deux solutions également commodes,
qui I'une et I'autre nous dispensent de réfléchir.

L’ensemble des formules (que 'on note A, B, C,...) est généré par application

TABLE 3 — Tableau des modalités

finie des régles :

L T’J-’p’q7rﬂ"'

925

sont des formules dites atomiques;

e si A est une formule, alors (—A), (OA), (CA) sont des formules ;

e si A et B sont des formules, alors (A/AB),(AVB),(A — B) sont des

formules.

On dit qu'une formule est composée ssi elle n’est pas atomique.

On dit que o € W vérifie la formule A (ou que « force A)
ssi A est vraie dans «. On note xIFA.

21.

23.

24.
25.

. P formule A : OA — —A
OA — A

Si sachable alors connaissable :
On peut croire du faux (se tromper, réver) : DA — A n’est pas une tautologie.
La Science et I’hypothése (Henri POINCARE)

L’obligation n’entraine pas forcément la vérité :

OA — OOA.

15
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3.1 Sémantique de LEIBNIZ

.

3.2 Sémantique de KRIPKE

On introduit une relation d’accessibilité qui fait que tous les mondes ne
sont plus forcément accessibles.

On appelle référentiel (ou multivers, frame) (W, R), la donnée d’'un ensemble W
non vide et d’une relation R définie sur W appelée relation d’accessibilité.

Les éléments de W sont appelés mondes (ou états, situations, worlds) et notés par
les lettres grecques o, 3,7, ... * R se lit « accéde a f3.

On appelle antiréférentiel (ou antimultivers, référentiel dual) de (W, R),
le référentiel (W, R’) tel que Vo, B € W: aR' B <= aRB.

Sémantique de KRIPKE : Voo € W,V formule A :

e « obéit a la logique classique

o alFOA <25 VB eW: aRp = BIFA

....... ou >_—>\%>
N
e alF OA <= FpeW: g?i%\ ...... >D ou _:@ ______ .
On peut donc avoir ..../OA\.... -

nécessaire

______ E@

possible contingent

FIGURE 2 — Carré aristétolicien pour la sémantique de KRIPKE
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Commentaire personnel

fortement impossible

faiblement possible

—AA
....... VﬁA > A
OC—ANVOL/
s

faiblement contingent

FIGURE 3 — “Second carré aristétolicien” pour la sémantique de KRIPKE

AA <= ODANOCT <= ODANCA <— AAANTVA =
VA < OCAVIOLl <— CAVIOA < VAV AA <=

OA <— AAVOL
CA <= VANST

A(AAB) < AAAAB

A(AVB) <= AAVAB AA =| OA — AT < oT

AN(A—B) 7 AA - AB {ssi (W, R) est ideal vl ol

A(A <+~ B) 7 AA + AB CA = | VA

V(AAB) = vAAVYB

vV(AVB) < VAV VYB

v(A—=B) ? yA—-vB o3 AA <= OA\_o ... —AA

V(A< B) ? A<+ VB VA << ©OA VA

3.2.1 Taxinomie des mondes

o € W est dit transitoire (ou monde vivant) ssi 3B € W: aRB; ... ~O—
k/ ok

< JAe€eTF: aF DA <— «xIFOT
<«— JAeTF: af -CA — «lFAT

« € W est dit terminal (ou monde mort, dernier monde, trou noir)

é o n’est pas transitoire
«— VAeT: alFOA <= «xlFOL
«— VAeTF: alF -0CA «—= alFy L

(Dans un monde terminal, tout est nécessaire (méme le faux, O L), mais rien n’est
possible! Situation catastrophique d’une personne qui ayant sauté d’un avion, arrive a
un métre du sol sans avoir ouvert son parachute !)

“7. Sur ce dont on ne peut parler, il faut garder le silence.”
(Tractatus logico-philosophicus, Ludwig WITTGENSTEIN)

« Y’a pas de mot pour décrire ce danger-la. »
(ABCédaire, a la lettre W comme Wittgenstein, Gilles DELEUZE)
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Commentaire personnel

x € W est dit originel (ou premier monde) ssi 59[3 eW: BR«x
x € W est dit presque terminal ssi VB e W: aRp = a=f

...... >O¢O ou m

| Représentations Propriétés Formules toujours vraie |
............... = «lFOT
0k
= xlF=C L
...... >© « terminal — «alFO0l <= al-oOp
Koo <= « non transitoire — alF =0T <= a«lF—Op
<= o presque terminal
et irréflexif
...... HO— « transitoire — «xlF—OLl
k! o7k
= xlFOT
...... >d® o presque terminal e al[triv]p > Op 1o
Ko <= « terminal = alF [triv]] Op = p 10
ou uniquement réflexif
....... « non presque terminal
WS prevd
k
...... >@i> o réflexif = alF [T op—p 1o
kI = « transitoire = ol [T*] p — Cp 10
k oy
............. « irréflexif
RO
______ >C© o uniquement réflexif <= o IFp < Op +10
Ko = « symétrique = xlFOp & p F10
et transitif
....... « non uniquement réflexif
e !
k
Ll@@;;b) .......
« transitif — a4 Oop—00p 1o
— alF[4] OOp = Op 10

FIGURE 4 — Récapitulatif de la taxinomie des mondes

26.
27.
28.

La boucle devrait étre en pointillé.

Formule [triv] pour trivial, car elle donne généralement des logiques triviales.

Formule de réflexion, formule de FEYS - voN WRIGHT.
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3.2.2 Taxinomie des référentiels

On dit que (W, R) est fini ssi W est fini. O ... OW

1 n

On dit que (W, R) est infini dénombrable ssi W est infini dénombrable.

[© - ]¥

On dit que (W, R) est infini indénombrable ssi W est infini indénombrable.
o M

On dit que (W, R) est réflexif ssi R est réflexive dans W QQ \%%
c-a-d. ssiVa e W: a R« =
On dit que (W, R) est symétrique ssi R est symétrique dans W OO W
c-a-d. ssi Vo, p e W: aRB <= BR« - P
On dit que (W, R) est antisymétrique ssi R est antisymétrique dans W
c-a~d. ssi Vo, e W:aRp
pRoc| — = F meON

On dit que (W, R) est transitif ssi R est transitif dans W

c-a~d. ssi Vo, B,y e W:aRf
B Ry = aRy | .. ~OFO—=20) > W

o B Y
On dit que (W, R) est euclidien ssi R est euclidienne dans W
c-a~d. ssi Vo, B,y e W:aRf

donc B
aRy ‘:BRY (Yyﬁ) ...... O <§W
3y

On dit que (W, R) est idéal ssi Voo € W : « est transitoire. [ O— W
(Référentiel dans lequel on ne sait pas “mourir”.)
(Dans un référentiel fini idéal, il existe forcément un cycle.)
<= R est une relation partout définie

On dit que (W, R) est humble (ou réaliste, terminal, dangereux, mortel) ssi
Vo € W o est transitoire = 33 € W: | 3 est terminal
. . ‘ aRp O W
(Référentiel dans lequel on sait “mourir” & chaque instant.) P

On dit que (W, R) est bien-chapeauté (well-capped, ou létal) ssi
il n’existe pas de suite infinie de o, 3,7vy,... € W telle que x RBRYyR. ..

(Référentiel dans lequel on “meurt” toujours, aprés un temps fini.)

= (W, R) est irréfléxif W
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On appelle modele (W, R, V), le référentiel (W, R) muni d’une fonction V :

W x P — 2 définissant une valuation booléenne pour chaque monde.

...... s W,V
On dit que (W, R, V) valide (ou satifsait) la formule A | .. >@ ...... > W,V
ssiVao e W I A. «
On note (W, R, V)EA.
On dit que (W, R) respecte la formule A~ | . >® ...... - W
ssi V valuation V: (W, R, V) E A. x

FK*] o(p = q) = (Op — Oq)
= [O(p — q)AOp] = Oq
= K] (Op A ©q) = O(p A )
=0q = [C(pAq)V Op]
Démonstration
Si o € W est terminal alors V formule A @ « IF OA, donc « IF [K].
Sinon « est transitoire : supposons « IF —[K]
— «alFoOlp—q) A —(ap —0q)
— «alFOp—q) A Op A —Oq
= oalFOpP—=q) A Op A Oq
= |VRPeW: aRpB =|BIFp—q

BI-p
=B 1IFq
JPeW: | aRB
BlF—q

= IPeW: 3l-FqA—q K.-O.

‘ La logique modale n’est pas vérifonctionnelle.
émonstration

&)

3.2.3 Equivalences

(W, R) respecte [triv] p — Op <= tous les mondes de (W, R)
[triv’] Op = p sont presque terminaux
= | [4] op — DOp
Op — Op

29. Formule de KRIPKE.
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Démonstration
<) Si & € W est terminal alors V formule A : « IF OA, donc o I [triv].
Sinon « est seul le monde accesible a partir de «,
donc a IFp <= ol Op et It [triv].

=) Supposons Jx # B € W: aRf.
Soit la valuation V telle que « I-p et I —p.
Alors, on a al- Op par [triv], puis B IFp. K.-O.

(W, R) respecte [T] Op - p <= (W, R) est réfléxif
[T*]p = Op = [D]Op = Op

Démonstration
<)V e W
Si ol —Op alors e lF Op — p
Et si xlFOp alors VR e W: aRp = pBIFp
Dgﬁxocll—pzﬂxll— Op —p
=) Supposons (W, R) non réflexif, c.-a-d. que Ja € W: aR
Soit la valuation V telle que | o IF —p
VBeW: a#pB=pIFp

e I Op K.-O.

Il existe malgré tout des modeéles avec R non réflexive
qui valident la formule Op — p.

(W, R) respecte [4] Op — OOp <= (W, R) est transitif
[4] OOp = Op <= Ym>=n>1: d"p —0OMp
= Vmz2n>1l: OMp = OMp

Démonstration
<) Si @ € W est terminal alors V formule A : « IF ~CA, done « IF [4%].
Sinon « est transitoire : supposons o - —[4]
= alFOOp A —Op
= alFOOp A O p
| PeW:|aRf
BIFOp <= FIyeW: | Ry
viEp
YvyeW: aRy = vIF—p
Iy eW: ylkp A —p K-O.
=) Supposons (W, R) non transitif, c.-a-d. que Jo, B,y e W:| a R
BRy
aRy
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Soit la valuation V telle que | vy IF —p

Vo eW: 54y =5lp

Y & I op done «IF OOp

DouBlFopetylFp K.-O.

(W, R) respecte [B*’| p — OCp <= (W, R) est symétrique
[B*] ¢op — p

Démonstration
<) Si @ € W est terminal alors V formule A : « IF OA, donc « IF [B].
Sinon « est transitoire : supposons « |- —[B]
— alFp A —OO0p
— xlFp A SO p
| alFp
PeW: aRf
‘ BIFOp <= VyeW: Ry =vIF—p
B%X xlFp/A—p K.-O.

=) Supposons (W, R) est non symétrique, c.-a-d. que 3p € W: | a R
PR«
Soit la valuation V telle que | « IFp

VyeW: BRy = vIF—p

xlFO0p

BIF<op
yIFp K.-O.

(W, R) respecte [D3| Op — Op <= (W, R) est idéal
<= R est une relation partout définie
<— (W, R) respecte & T

Démonstration
<) Supposons x € W tel que o IF —[D]
<~ «lFOp A —Op
<~ «l-Op N\ Op
=S VBeW: aRpB= BIFpA—p
IO 3B e W BIFpA-p  K-O.

=) Supposons « terminal. On a : | « IF Op
xlF—=0p K.-O.

‘ (W, R) respecte Op — Op <= R est une fonction

30. Pour BROUWER.
31. Formule déontique (ce qui est obligatoire est permis).
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‘ (W, R) respecte yp — Ap <= R est une application‘

(W, R) respecte [5] Op — OOp <= (W, R) est euclidien
[5*] Cop — Op

Démonstration
<) Si & € W est terminal alors V formule A : « IF OA, donc o I [5].
Sinon o est transitoire : supposons « IF —[5]
— alFop A —O0p
— alFop A SO p

| PeW: | aRp
BlIFp
FyeW: | aRy
v IFO—p
X3 ew: BlrpA—p K-O.
=) ... O
(W, R) respecte |C %] Op — —=OOp += (W, R) est humble
=0p =<0 p
[C*] ~<Cop — Op
=00—~p — Op
oop = —Cp

Démonstration
<) Si @ € W est terminal alors V formule A : « IF —~CA, done « IF [C].
Sinon « est transitoire : supposons & IF —[C] <= « IF Op A OOp
PeW: | aRp =B IFOp
‘  est terminal = p IF —-Cp K.-O.

=) ... O

(W, R) respecte | [L**| O(op — p) — Op o[T] — ap
[L*] Op — —O(p — Op) ©p — —0[T"]

<~ (W, R) est transitif et bien-chapeauté

Démonstration
O

32. Conscience (Donne la plus petite “théorie de la vie et de la mort”.) (Fausse dans la
sémantique de LEIBNIZ.)
33. Formule de LoB.
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(W, R) respecte |Grz*| olO(p — Op) = pl = p o [oftriv] — p] — p
[Grz*] p — < [O(Cp — p) Apl
<— (W, R) est fini, réfléxif, antisymétrique et transitif
c.-a-d. R est une relation d’ordre dans W fini.

Démonstration

chutier logiques modales

~ Soit une machine arithmétique de PEANO. On crois tout ce qu’elle dit.
Op signifie la machine prouve p.
[4] op — DOp.
La machine est introspective :
si elle prouve A, un jour elle prouvera qu’elle a prouvé A.
OpAO(p —q) — Oq

~ Plagons la machine sur I'ile des preux (qui disent toujours la vérité) et des
valets (qui ne disent jamais la vérité). Que dire des affirmations de la machine :

e Je suis un preux.
e Je suis un valet.
e Tu ne sauras jamais que je suis un preux.
e Tu ne sauras jamais que je suis un valet.
~ Répondre a la question : « Est-ce que je peux trouver un trésor sur l'ile 7 »
e Si je suis un preux, tu vas trouver un trésor sur l'ile.

e Si tu crois que je suis un preux, tu vas trouver un trésor sur l’ile.

Tous les référentiels valident la régle d’inférence [MP] p p — q

q
Démonstration
Y valuation V, Voo € W tel que xl-p A (p = q): «lFq O
Commentaire personnel

Que signifie validé pour une régle (ce n’est pas une formule) ?

Tous les référentiels valident la régle d’inférence de nécessitation [NEC| p
op

Démonstration

Sioc € W est terminal alors « IF Op. Sinon. .. O

34. Formule de GRZEGORCZYK.
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On dit qu’une théorie est normale ssi elle posséde au-moins [K| comme axiome
et est fermée pour [MP] et [NEC]. C.-a-d. qu’elle admet une sémantique de
KRIPKE.

4) Utiliser [K], [MP] et [NEC| pour démontrer la “correctitude” (soundness)
des théories normales K, KT, KTB, KT4, KT45, KD, KD4, KC, KC4, K4L,
KT4Grz dans les référentiels correspondants.

5) Essayer d’énoncer un théroéme d’incomplétude correspondant.

A) Deériver [T] dans [K]+[Grz| (donc avec [MP] et [NEC]). (facile)

K], [Gr7] - [T]|

Démonstration formelle

Lp— O — Op) — pl [«] avec | A =p
B=0(p— oOp)

2.0{p — [O(p — Op) — pl} [NEC] sur 1

3.0{p = [O(p — Op) = pl}
—{op - olop — op) — pl} [K] sur 2
4+.0p — 0O[0O(p — Op) — p] [MP] sur 2 et 3
5.0p—=p [MB] sur 4 et [Grz] o

B) Dériver [4] dans [K]|+[L]. (plus difficile)

C) Dériver [4] dans [K]+[Grz]. (vraiment difficile)

‘[K] Fop— o(op —>p)‘
Démonstration formelle

Lp— (Op —p) [«] avec | A =p
B=0Op
2.0[p — (Op — p)] [NEC] sur 1
3.0[p — (Op — p)l — [Op — O(ap — p)l [K] sur 2
4.0p—O(Op — p) [MP] sur 2 et 3 ]
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4 Annexes

4.1 Quelques propriétés des relations
Soient | ’ensemble E

la relation R sur I’ensemble E

R est dite réflexive ssi Vx € E: x Rx
R est dite symétrique ssi Vx,y € E: xRy = yRx

R est dit ti étri iV E: xR
est dite antisymétrique ssi Vx,y € xRy | y
yRx
R est dite transitive ssi Vx,y,z€ E: xRy
yRz = xRz

R est dite euclidienne ssi Vx,y,z € E: xRy

<R = yRz (et aussi zRy)

R est appelée relation de préordre ssi R est réflexive et transitive.
R est appelée relation d’ordre ssi R est réflexive, antisymétrique et transitive.
R est appelée relation d’équivalence

ssi R est réflexive, symétrique et transitive

ssi R est réflexive et euclidienne.

4.2 Quelques propriétés des opérations

Soient | ’ensemble E
I’opération binaire x : E X E — E

* est dite associative ssi Vx,y,z € E: (x*xy)*xz=xx%(y*2)

e € E est dit neutre pour x ssiVx EE: xxe=x=ex*xx

* est dite symétrisable ssi Vx € E,3dx’ € E: x % x’ = neutre = x’ x x
* est dite commutative ssi Vx,y € E: x*y =1yx*x

a € E est dit absorbant pour x ssiVx € E: xxa=a=ax*xx

* est dite idempotente ssi Vx € E: xxx =x

x est dite involution ssi Vx € E: x % x = neutre
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4.3 Reésumé des concepts

4.3.1 Syntaxe

F est un théoréme de T é 5 F é 3 démonstration de F dans T
z
a J A A
: F est conséquence de A dans T <= AbtgF < Fga F
F . - = .
- F est réfutable dans T < Ftgy 1l < t4—F
o
ou F F est décidable dans T é F est démontrable
L ou réfutable dans T
F est indécidable dans T é F est | indémontrable dans T
non réfutable dans T
4.3.2 Sémantique
F F est vraie dans T é EsF

A
—~r F est fausse dans T <— F4—F

4.3.3 Théorie

o

elo

o T est ...

—o|-F

VF:bg F =Ky —F

15 Test ... IF: |k F
Fo —F

A

<
A

<
. A

71| T est consistante <= VF:Eqg F =F5 —F

A

e <—
A

<—

—0

T11] T est contradictoir dF:|Eq4 F <= T est non consistante

OO0

T

i ':g' —F
dém. vrai
71117 est correcte VF:Fq4 F = Fg F [T] OF — F
— A
71117 est incorrecte < dF:|Fg F (:() )
ED F ‘}fq F
71117 est compléte é VF:Eq F —=FgF [triv] F — OF @’
A
71117 est incompléte <« dF:|Eg F ( (>:)
ED - ‘J;‘ry F
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4.4 Résumé des régles d’inférences

A A—B
B

_B

A—B

A—B B—C
A—C

A—B —B
—A

P

ap

P

<p

4.5 Reésumé des formules

A— (B—A)

A= (B—=C]—I[(A—=B)—(A—=C)
(A = B) — [(-A — —B) — A]

(A —B) — (B — —A)
(A—B)—= Al — A

—(AVB) — =AA—B
—(AAB) — —=A\V—B

modus ponens [MP]

modus barbara [MB]

modus tollens [MT]

nécessitation [NEC]

possibilitation [POS]

a fortiori (ou a posteriori ?) [«]
[B]

vl

contraposition

loi de PEIRCE

loi de DE MORGAN (1)
loi de DE MORGAN (2)

0OA = —-O0—A

CA = —-0O0A

o(A — B) — (0A — OB) de KRIPKE [K]
A= OA [triv]
OA — A de réflexion, de FEYS - VON WRIGHT [T]
OA — OOA [4]
A = OCA de BROUWER [B]
OA — OA déontique [D]
OA — OOA [5]
OA — —OCA [C]
OoA — A) — OA de LOB [L]

ooA—DA) = Al = A
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Commentaire personnel

AA = —y—A
VA = ~A-A

AA — OA
OA — VA
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chutier général

“apodictique adj. (gr. apodeiktikos, propre a convaincre). Philos. D’une
évidence irréfutable, absolue (par opp. & problématique, assertorique).
assertorique adj. (du lat. asserere, affirmer). Philos. Jugement assertorique,
qui énonce une vérité de fait, sans la poser comme nécessaire. (S’oppose a
Jjugement apodictique.)
aléthique adj. Log. Se dit d’une proposition ou d’une modalité qui ne
concerne que le vrai, le faux et 'indéterminé (par opp. a déontique).
déontique adj. Log. Logique déontique : étude systématique des propriétés
formelles vérifiées par des notions juridiques comme celles de droit et
d’obligation (par opp. a aléthique).”

(Le petit Larousse en couleurs. 1990)

“Ce que KRIPKE tente de définir dans cette analyse, c’est que I’a priori et le
nécessaire ne sont pas forcément de méme nature et que ’on peut trouver des
vérités a priori contingentes et des vérités nécessaires a posteriori.”

(Web sémantique : De Saiil Kripke & Google*®, Karl DUBOST)

On dit qu’une formule A est “introspective” ssi ... 7

Si A, B sont “introspectives” alors A A B est “introspective” ?
Si A est “introspective” alors —A ?

Super monde ? /—oA monde anormal de KRIPKE
p
CA

Soit C un connecteur unaire.

COA = A
vneN: C! .= CCn Yne-N: Cv! .= CICn
=C"C =CnC!
— Cl=C

35. http://wuw.la-grange.net/2003/10/05.html
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