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1 Représentation de liens et liens

Considérons le plan contenant un nombre fini de courbes fermées telles que :

— en chaque point du plan passe au plus 2 courbes (interdit ><)

— les points sur lesquels passent 2 courbes sont séparés (interdit )

— lorsque 2 courbes passent sur un méme point elles s’entrecroisent et
.. RN 2 RN
indique laquelle passe au-dessus, comme ceci : A ou X (interdit /<)

Appelons cela la représentation d'un lien.

1.1 Mouvements de REIDEMEISTER

Mouvement 0 : f s
Mouvement T: (X «— C «— X

[—

Mouvement H:X/\/ - XAA

Mouvement IIT : <\:K — y:\> et (/:\< — ><) et?

Soit [/‘P :— {représentation d’un lien}/mouvement 0
() := la représentation vide € Lo

1.2 Isotopies

VK, L€ Loy :
K~L é il existe une suite de mouvements 0, I, IT et III

qui transforme K en L (isotopie)

K~L é il existe une suite de mouvements 0, IT et 11T
qui transforme K en L (isotopie réguliére)
= K~L

~ et ~ sont des relations d’équivalences
(c.-a-d. reflexives, symétriques et transitives)

IZ::{LEpr |L ~ K} = un lien
K:={Le Lp |L ~K} = un ruban cK
0=0=1{0




Ensemble des liens (links) : £ ::{K K € Lop}
Ensemble des rubans (ribbons) : R :={K|K € Lp}

2 Opérations

addition interne + : Lp X Lp == Lop
(K,L) +— K+ L:= lelien formé de K et L séparés

VK,LMeLp: K+(L+M)=(K+L)+M (associatif) SeTmi-eToUpe
VKe Lyp: K+ =K=0+K (neutre) comrr;gutatli)f
VK,Le Lp: K+L=L+K (commutatif)

multiplication externe . : N x Lp = Lo
(n,K) —nK:=K+---4+K
*/

n

VK e Lyp:|0K=0
1. K=K
VK e Lp,Vm,n € N:|m.(n.K) = (mn).K
‘ (m+n).K=mK+nK (distributif)
VK,Le Lp,¥yneN: n(K+L)=nK+n.L

2.1 Nombre de cycles : ||K]||

|.]l: L» == N
K+ ||K]|| := nombre de cycles de K

VKe Lp: |[K[=0 < K=0
VK,Le Ly ||[K+L|| = |IK|| + |IL]
VK e Lp,Vne N: [nK| =n|K]|

VK,LeLy: K~L = [[K[ = L[]

VK e Ly K] = [[K]| == |K]
Ensemble des nceuds (knots) : K :={K e £ ||[K| =1} c £

Ky ={Ke Ly [|[K[|=1} C Ly
Une représentation du neceud trivial : 0 € Ko

vneN: |n0|=n




2.2 Nombre (minimal) de croisements : M(K)

?
M: Lp = N\{1,2}
K+ M(K) := min (nombre de croisements de L)
LeK

M(#) =0
VK, L€ £: M(K+L)=M(K)+M(L)
VK € £,¥n € N: M(n.K) =n.M(K)

vneN: Mn.0)=0

VK, L € Ly :
K~L = (nb de croisements de K) = (nb de croisements de L) [2]

VK,LELp: K~L = M(K):M(L)‘

~

VK € Lp: M(K) := M(K) := M(K)

2.3 Miroir : K*

S Ly =5 Loy
K +—— K* := K dont tout les croisements sont “inversés”

VK € Lp:| (K*)* =K
(K[| = [|K]]
M(K*) = M(K)

0* =0
VK,Le Lyp: (K+L)* =K* +L*
vKe Lp,VneN: (n.K)* =n.K*

YneN: (n.O)* =n.0

2.4 Degré de torsion : w(K)
—1 sic= X - ou x
V croisement c:e(c) := (0 sic= -

1 sic=20 ouX




V croisement ¢ de K € Lp: e(c) =0 =|||K|| > 2

M(K) > 2

VC morceau d’élements de Ly : ¢(C) :=

/—ef—eN
e \):—a((/\—l

() — o
</-e/>
e(OCA) =3¢ (A

Degré de torsion (writhe) : VK € Ly @ w(K) :

w(() =0

vneN: wn.0)=0

‘VK,LeLry: w(K + L) :W(K)+W(L)\

‘VK € Lp,¥neN: wnK)=n w(kK) \

‘VK € Lp: w(K*) = —w(K) \

w((V)—1—w(C) w(OX) +1
w(XA)

R

‘VKLELga KL = w(K ):W(L)\

VK € Lp: w(K) == w(K)

elc)

croisement ¢ de C

croisement ¢ de K

elc)



3 Invariant de KAUFFMAN

3.1 Fonction en ABd de KAUFFMAN : [K]

[]:Lp — F(C3,C) tel que|VA,B,d € C:
K+ [K] =1
[K+0](A,B,d) = d.[K](A,B, d)

A(A,B,d) =A.D ((A,B,d) + B.L(A,B,d)
XI(A,B,d) = A.[J(A,B,d)+ B.) ((A,B,d

vneN: m.0](A,B,d) = d»

VK € Lp,¥ne N: K+n.0](A,B,d) = d™.[KI(A,B,d)

VK, L€ Lp: K+ 1(A,B,d) = [KLILI(A,B,d)|
Démonstration, par récurrence sur le nombre de croisements de L

Si L ne contient pas de croisement
alors L = ||L||.0 et [K+ 1] = dltl.[K] = [K].[L]

Si L contient au-moins un croisement <

alors [K + 0 = A.K+) ( +B.[K +
=A.[K.D (+B.[K.[.J (par hypothése de récurrence)
= [KL.(A.D (+B.[) = K.LA

. . . 7/
De méme si L ne contient que des croisements X

‘VK € Ly, ¥neN: nKI(A,B,d) = [KI"(A,B,d) \

VK € Ly : [K')(A,B.d) = [KI(B.A, )]
Démonstration, par récurrence sur le nombre de croisements de K

Si K ne contient pas de croisement alors K* = K = |[K]|.
et [K*](A,B,d) = dI*l = [K](B, A, d)

Si K contient au-moins un croisement <

alors DX1(A,B,d) = AL~ J(A,B,d) + B.) (J(A,B,qd)
= A.[:](B, A,d)+ B.[) (](B, A,d) (par hypothese de récurrence)
= A(B,A, 4)

. . . 7
De méme si K ne contient que des croisements x

[X] = [%] = [&]

Démonstration




DGl

J(A,B,d) = (Ad+B).IL_1(A, B, d) = (X](B, A, d)

[(XMA,B, d) = 1C1(A. B, @) = [(X](A, B, d)
B=1—A B = A;«éO
‘d—l ‘d A~

XNJ(A,B,d) = (A2 + ABd + B2).0) ((A,B,d) + AB.J(A,B,d)
= XCA(A, B, @)

NI(A, B, d) = (A, B, d) = DCA(A, B, d)

A%+ ABd+B?=0 A 70 L
AB —1 = B A
— A
(/ A,B,d) = /) A,B,d)
Démonstration

R Qnl

(si invariant potg mouvement IT) A[) ( )] +B. [<

Do

(si invariant pour mouvement IT)

A#0
B=A"!
d=-A2-A2 _
0A1A,B,a) = (1A B.@) = [X](A,B,@) | Entiers ABISENSTEINY
‘ 7+ ===
= [A=1ES gy B=A=-1 2
d=1

VK € Ly 1 [K](—1,—1,—2) = (—2)!I¥I
Démonstration, par récurrence sur le nombre de croisements de K € L

Si K ne contient pas de croisement
alors K = || K]|. 0 et [KI(—1,—1,-2) = (—2)II¥I




Si K contient au moins un croisement

alors PAI(—1,—1,-2) = (X](—1,-1,-2) = (0 [+ =))(-1,-1,-2)
= _((_2)“) { + (=2)~l) " (par hypothése de récurrence)
e Si 2 alors ) [ +1 cycle ) (H = Hy|| +1

= =l =14
done DA(—1,—1,—2) = —((=2)P+1 4 (—2)W Iy = —(—2)P N (—g 4 1)
— (=N
o Si K alors) D (=14

— +lecyce | —| =XI+1

donc [X](—l,—l,—Q) = _((_2)\\XII + (_2)\\XH+1) _ (_2)||XH
o5 alors ) [ —eyde ) (= K —1
: —1 cycle |A|| \/H —1
done DA(—1,—1,-2) = — (=)W1 4 (—)lPNI-1) = (o) -

3.2 Fonction en A de KAUFFMAN : < K >

<.>:Lp — F(C.,C) tel que VA € C,: <K> (A) = KAA AT A
K +— <K>

‘<®>(A):(—A2—A*2)*1‘

VKeLyp:<K+0>(A)=(—A2—A"2). <K > (A)

<A> (A) =A. <) (> (A)+ Al < > (A)| relations fondamentales
<X>(A) =A.<—~>A)+ AL <) (> (A) de KAUFFMAN

VneN:<nl>(A)=(-A2—A-2)n-1

VK e Lp,¥neN:<K+n.0>(A)=(—AZ—A 2" 1 <K > (A)

VK,LELp:<K+L>(A)=(-A2—-A2). <K>.<L> (A)




‘VK €Lp,VneEN: <nK>(A)=(—A2—A~2)""1 < K> (A)

‘VKepr:<K*>(A):<K>(A*1)‘

—A3. < A>(A) =< C>(A):—A3.< N> (a)
<N >=<c Z5=<XA>

[VKLelyp: KoL = <K>=<L>]

VK € Lp: < K> (=1) = (=2)lIKI-1

3.3 Invariant de KAUFFMAN : f¢

f:Lp — F(C,,C) tel que VA € C, : fx(A) = (—A3)"(K)
K l—>f]<

fo(A) = (-A2—A-2) 1] 7y =1

vK e Ly : fK+ 0 (A)=(—A2—A"2). <K>(A)

‘VK €Ly fi(A) = (AT \

.<K>(A)

‘VK7 LeXy: KoL = fxk=1 ‘ f est un invariant de nceuds

Polynéme de JONES : |VK € Ky, Vt: Vi(t) :fK(tfl/‘l)

4 Divers
vneN:K=000 = |[KI(A,B,d) = (Ad+B)"d
~ <K> (A) = (—1)"A3N
) w(K)=n
k=1
vneN:K=029 = |KIA,B,d) = (A+Bd)"d
\f"; <K>( ):( 1)MA 3N
n fois W(K) - n
k=1




2 sin pair

K[ =2-n%2=q] ~ ">
si m impair
[KI(A,B,d) =
<K>(A) =
w(K) = {0 SLTopair
—T  S1 M 1mpalr

fk =

2 sin pair

S1 M. 1mpair

[K](A, B’ d) =
n fois <K> (A) —
w(K) = {0 si n pair
n  sim impair
fk =
N /) ? : 1
K — St K = le noeud premier (n+2); sin > 2
<) [KI(A,B,d) =
n fois <K> (A) =
w(K)=2—mn
Jk(A) =




* 7

*7

*7

Annexes

Piéces élémentaires des liens

Les éléments utilisés par le module knots.py du paquetage [EMSHPython ' :

knots :

) (< e \) DK X
empty left right top bottomup  down vert hori crossupcrossdown
labelstates : universes :

o, 5, . e 4
D A B a b X
crossupA crossupB crossdownA crossdownB Cross

Table des premiers nceuds premiers

O1 : O [01](A7 Ba d) =d M(K)invariant gourmand(K)
<01>=f, =1
[31](A,B,d) = B3d? + 3AB2d + 3A%Bd? + A3d?
5 . @ <3,>(A) =—A 7 —A3+ AT
v w(31) =-3

fgl(A) :A4+A12—A16

[41](A, B, d) = Bd® + 4AB3d? + 5A2B2d
. (Q +A?B2d? 4 4APBA? + A1d® »
L \> <d>(A)=fi (A) =A S — At 41— AL AS '

W(41) =0

8 : </( \\N\N>> .7

1. http://wuw.opimedia.be/DS/DSPython/
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Algébres
Soit K un corps

Algebre de projecteurs de JONES :
Jo avec k € K : e, ez

e? =¢e;
e3 = ey

ejese; = ke
€g9€e1€69 = k€2

Joo avec k € K : e1,e9,€3, ...
2
ey = e
eieir1e; = key
€iej = ejeq si ‘l—]‘ >1

Algébre de TERMPERLEY-LIEB :
TL, avec 0 € K : 1, Uy, Us, Us, ..., Uy
u? =8,
UiUip Uy = Uy
Wil = WL si [i—jl>1

Groupe d’ARTIN :

Bn :1,01,02,03,...,0n
(1,074 05 05, 00 h)
0i0i4+10{ = 0i£+10i0i+1
0i0j = 0j0% si ‘l—]‘ >1

11
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Chutier

K=7 [—K] = [K]~! vneZ:|m0]=ar

0 0=03 (est-ce possible ?7)

DA = (A2 +B2).) 0.0+ AB.(D 02+ [=?)

(A2 —B2)2.0 (.[J
= (A2 4+ B2).DA.LX] — AB. (DA% + X)?)

<X+X>:<2.) (> + <2.:> — <) 0 (>.<;>
exiefx -
2

eXte*

coshx = 5

sinhx :=

o = un état labellisé du lien K

Ma (0) := nombre de “croisements A gagnant” de o
Mg (0) := nombre de “croisements B gagnant” de o

< K|o > := produit des labels A et B pour Pétat o = AMa(o)gMs(0)

<K>= S <K|o > dlel-1
état labellisé o
<K>= S AMAa(0)=Mg (0)(_A2 _ A-2)[loll-1

état labellisé o

deg(< K|o >,AB) = M(K)
<KK’'|oo! >=<K|o>.<K'|o' >

Quand est-ce que < K >=< L >7?

13



Si e(X) =1alors PA=AD (+B.[—]
< (Ad+B).[J
Z(A+Bd 1.0 (

Neceud produit (ou composé) : K#4L

K40 =k = 04K
kK#l=0 = Kk=L={

14



#, 14 ensemble
. 2 des liens, 2
~ 1 des nceuds, 2
~, 1 des représentations des liens, 1
+,2
isotopie, 1
(K], 5 réguliere, 1
<K>,7
0,1 lien, 1
By, 11
e(C), 4 mouvement
e(c), 3 1011
va 8 ’
T2, 11 I, 1
Joo, 11 II1, 1
X, 2 multiplication externe, 2
K* 3j<ﬂ>’ ’ neeud
K ’1 miroir, 3
o produit, 14
_ K1 trivial, 2
K[, 2
| K |2 polynéme
L, 2 de JONES, 8
Lo, 1 représentation
M(K), 3 d’un lien, 1
M(E)’ 3 vide, 1
M(K), 3 ruban, 1
Ma(0), 13
Mg (0), 13
R, 2
o, 13
TL,, 11
VK (t)v 8
w(K), 4
w(K), 4

addition interne, 2

degré de torsion, 4
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